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Champs de variables aléatoires

Champ de variables aléatoires
Un champ de variables aléatoires est une famille de variables aléatoires
indexée par Zd , où d > 1.

Stationnarité au sens fort
On dit qu’un champ de variables aléatoires (Xi )i∈Zd est fortement
stationnaire si pour tout n ∈ Zd , (Xi+n)i∈Zd

D= (Xi )i∈Zd .
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Exemple I

Champ de v.a.i.i.d.
Soient εi , i ∈ Zd des v.a.i.i.d. Alors, on dit que (εi )i∈Zd est un champ de
variables aléatoires i.i.d.
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Exemple II

Champ linéaire
Soient (εi )i∈Zd un champ de v.a.i.i.d. centrées de carrés intégrables et
ai , i ∈ Zd des nombres réels qui satisfont

∑
i∈Zd a2i < +∞. On dit que∑

j∈Zd

ajεi−j


i∈Zd

est un champ linéaire aléatoire.
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Exemple III

Champ de Volterra
Soient (εi )i∈Zd un champ de v.a.i.i.d. centrées de carrés intégrables et
ai , i ∈ Zd des nombres réels qui satisfont

∑
i∈Zd a2i < +∞. On dit que∑

j∈Zd

∑
k∈Zd
k 6=j

ajakεi−jεi−k


i∈Zd

est un champ aléatoire de Volterra.
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Condition de Hannan

B T1, . . . ,Td : transformations bi-mesurables qui commutent et
préservent la mesure

B F0 : tribu
B Fi = T−iF0, pour i ∈ Zd

Supposons que la famille F = (Fi )i∈Zd forme une filtration commutante
E [E [X |Fa ] |Fb ] = E

[
X
∣∣∣Fmin(a,b)

]
.

Définition : Opérateur de projection
Pour tout fonction intégrable f , on définit

Pi(f ) =
d∏

j=1

(
E [· |Fi ]− E

[
·
∣∣∣Fi−ej

])
(f ), i ∈ Zd ,

où ej est le multi-indice dont toutes les composantes sont nulles sauf la
j-ième qui vaut 1.
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Dimension 2

F−2,−2

F−2,−1

F−2,0

F−1,−2

F−1,−1

F−1,0

F0,−2

F0,−1

F0,0

P0,0(f ) = E [f |F0,0]− E [f |F0,−1]− E [f |F−1,0] + E [f |F−1,−1]
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Condition de Hannan (1973)
On dit que le champ X vérifie la condition projective de Hannan si∑

k∈Zd

‖P0(Xk)‖2 < +∞.
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Théorème Quenched

B (Xi)i∈Zd : champ de variables aléatoires centrées

B (Fi)i∈Zd : filtration
B Pω une version régulière

P (A ∩ B) =
∫

B Pω(A)dP(ω), A ∈ F ,B ∈ F0
de la probabilité conditionnelle P (·|F0) pour

l’aléa ω ∈ Ω

Définition : TCL Quenched
On dit que le champ (Xi)i∈Zd satisfait un théorème central limite quenched
dès lors que pour P-presque tout ω ∈ Ω,

|n|−1/2
∑

1≤i≤n
Xi

L−−−−−−→
n→+∞

N (0, σ2) sous Pω

où |n| = n1 · · · nd .

Dans le cas classique (c’est à dire que le TCL est satisfait sous la
probabilité P), on dit que le théorème est annealed.
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Resultats Quenched principaux

B (ξi)i∈Zd un champ stationnaire de v.a.

B Xi = f ((ξj)j≤i) pour tout i ∈ Zd

B Sk =
∑k

u=1 Xu

B La variable aléatoire X0 est supposée centrée et de carré intégrable.
On définit aussi les translations canoniques Ti et alors

Xk = f (T k1
1 ◦ ... ◦ T kd

d (ξu)u≤0).

B Fu = σ(ξj : j ≤ u)
B Pω une version régulière de la probabilité conditionnelle P (·|F0) pour

l’aléa ω ∈ Ω
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Théorème Central Limite Quenched pour des régions cubiques
(Peligrad, Zhang, R. ; 2019)
On suppose qu’il existe un entier i ∈ J1, dK, tel que Ti soit ergodique

T−1i (A) = A⇒ P(A) ∈ {0, 1}
et

que les filtrations soient commutantes. De plus on suppose que∑
u≥0
‖P0(Xu)‖2 < +∞. (1)

Alors, pour presque tout ω ∈ Ω,

(Sn,...,n − Rn,...,n)/nd/2 L−−−−−−→
n→+∞

N (0, σ2) sous Pω.

où Rn,...,n =
∑d

i=1 (−1)i−1∑
1≤j1<···<ji≤d E

[
Sn,...,n

∣∣Fn1(j1,...,jd )
]
avec

1(j1,...,jd ) le multi-indice obtenu en remplaçant par 0 toutes les
j1, · · · , ji -ième coordonnées du multi-indice 1 = (1, . . . , 1) et en laissant les
autres inchangées.
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Théorème Central Limite Quenched pour des régions rectangulaires
(Peligrad, Zhang, R. ; 2019)
De plus, si on remplace l’hypothèse (1) par l’hypothèse plus forte suivante :∑

u≥0
‖P0(Xu)‖ϕ < +∞,

où ϕ(x) = x2 logd−1(1 + |x |) et ‖·‖ϕ est la norme de Orlicz associée à ϕ
‖h‖φ = inf {k ∈]0,+∞[ : E [φ(|h|/k)] ≤ 1}

.
Alors, pour presque tout ω ∈ Ω,

1√
|n|

(Sn − Rn) L−−−−−−→
n→+∞

N (0, σ2) sous Pω.

où Rn =
∑d

i=1 (−1)i−1∑
1≤j1<···<ji≤d E

[
Sn
∣∣Fn(j1,...,jd )

]
avec n(j1,...,jd ) le

multi-indice obtenu en remplaçant par 0 toutes les j1, · · · , ji -ième
coordonnées du multi-indice n et en laissant les autres inchangées.
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Espace de Skrohod en dimension 1

Définition : Espace de Skorohod

D([0, 1]) = {f : [0, 1]→ R : f est càdlàg}

Définition : Topologie de Skorohod
E : bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-même.

d0(u, v) := inf
f ∈E

max
{

sup
s<t

∣∣∣∣ln( f (t)− f (s)
t − s

)∣∣∣∣ , ‖u − v ◦ f ‖∞
}
,

pour tous u, v ∈ D([0, 1]) où ‖·‖∞ est la norme infini.
La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique d0.
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Espace de Skrohod en dimension > 1

B Espace ambiant : [0, 1]d

B I(ρ, u) = I1(ρ1, u1)× · · · × Id (ρd , ud )

∀i ∈ J1, dK, Ii (ρi , ui ) =
{

[0, ui [ si ρi = 0
]ui , 1] si ρi = 1.

pour tout (ρ1, . . . , ρd ) ∈ {0, 1}d et pour tout (u1, . . . , ud ) ∈ [0, 1]d ,
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Définition : ρ -limite
Soient f : [0, 1]d → R, ρ ∈ {0, 1}d et t ∈ [0, 1]d tels que I(ρ, t) 6= ∅, on
dit que f admet une ρ -limite en t si pour toute suite convergente (tn)n∈N
d’éléments de I(ρ, t), la suite (f (tn))n∈N converge dans R.

Remarques

· La ρ -limite, si elle existe, est unique.
· Si cette limite existe, on la note ρ - lim

x→t
f (x).
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B Espace ambiant : [0, 1]d

B ρ ∈ {0, 1}d et t ∈ [0, 1]d

B J(ρ, u) = J1(ρ1, u1)× · · · × Jd (ρd , ud )

∀i ∈ J1, dK, Ji (ρi , ui ) =


[0, ui [ si ρi = 0 et ui < 1
[0, 1] si ρi = 0 et ui = 1
[ui , 1] si ρi = 1 et ui < 1
∅ si ρi = 1 et ui = 1.
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Proposition
Pour tout u ∈ [0, 1]d , {J(ρ, u)}ρ∈{0,1}d est une partition de [0, 1]d

σ est la fonction qui à tout t ∈ [0, 1]d associe l’unique ρ tel que
t ∈ J(ρ, t).

Défintion : Espace de Skorohod multi-dimensionnel

D([0, 1]d ) =
{

f ∈ R[0,1]d : ∀ρ ∈ {0, 1}d ,∀t ∈ [0, 1]d , ρ - lim
x→t

f (x) existe

et σ(t) - lim
x→t

f (x) = f (t)
}

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 19 / 26



Proposition
Pour tout u ∈ [0, 1]d , {J(ρ, u)}ρ∈{0,1}d est une partition de [0, 1]d

σ est la fonction qui à tout t ∈ [0, 1]d associe l’unique ρ tel que
t ∈ J(ρ, t).

Défintion : Espace de Skorohod multi-dimensionnel

D([0, 1]d ) =
{

f ∈ R[0,1]d : ∀ρ ∈ {0, 1}d ,∀t ∈ [0, 1]d , ρ - lim
x→t

f (x) existe

et σ(t) - lim
x→t

f (x) = f (t)
}

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 19 / 26



Proposition
Pour tout u ∈ [0, 1]d , {J(ρ, u)}ρ∈{0,1}d est une partition de [0, 1]d

σ est la fonction qui à tout t ∈ [0, 1]d associe l’unique ρ tel que
t ∈ J(ρ, t).

Défintion : Espace de Skorohod multi-dimensionnel

D([0, 1]d ) =
{

f ∈ R[0,1]d : ∀ρ ∈ {0, 1}d ,∀t ∈ [0, 1]d , ρ - lim
x→t

f (x) existe

et σ(t) - lim
x→t

f (x) = f (t)
}

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 19 / 26



Définition : Topologie de Skorohod
E bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-même.

d0(u, v) = inf
f ∈Ed

f =(f1,...,fd )

max
{

max
1≤i≤d

sup
s<t

∣∣∣∣ln( fi (t)− fi (s)
t − s

)∣∣∣∣ , ‖u − v ◦ f ‖∞
}
,

pour tous u, v ∈ D([0, 1]d ).
La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique d0.

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 20 / 26



Définition : Topologie de Skorohod
E bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-même.

d0(u, v) = inf
f ∈Ed

f =(f1,...,fd )

max
{

max
1≤i≤d

sup
s<t

∣∣∣∣ln( fi (t)− fi (s)
t − s

)∣∣∣∣ , ‖u − v ◦ f ‖∞
}
,

pour tous u, v ∈ D([0, 1]d ).

La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique d0.

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 20 / 26



Définition : Topologie de Skorohod
E bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-même.

d0(u, v) = inf
f ∈Ed

f =(f1,...,fd )

max
{

max
1≤i≤d

sup
s<t

∣∣∣∣ln( fi (t)− fi (s)
t − s

)∣∣∣∣ , ‖u − v ◦ f ‖∞
}
,

pour tous u, v ∈ D([0, 1]d ).
La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique d0.

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 20 / 26



Proposition
D([0, 1]) muni de la topologie de Skorohod est un espace métrique
complet et séparable.

Définissons les v.a.

χn(t, ω) := 1√
n

bntc∑
i=1

Xi et fn(ω) := χn(·, ω)

où (t, ω) ∈ [0, 1]× Ω.
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Définition : Principe d’Invariance
On dit que la suite (Xn)n∈N satisfait le principe d’invariance (PI) lorsque la
condition suivante est satisfaite.

La suite des mesures images (P ◦ (fn)−1)n∈N converge étroitement dans
D([0, 1]).
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Résultats fonctionnels quenched principaux

Théorème Central Limite Quenched Fonctionnel pour des régions
cubiques (Volný, Zhang, R. ; 2020+)
On suppose qu’il existe un entier i ∈ J1, dK, tel que Ti soit ergodique et
que les filtrations soient commutantes. De plus on suppose que∑

u≥0
‖P0(Xu)‖2 < +∞,

Alors pour P-presque tout ω ∈ Ω,( 1
nd/2 (S[nt]1 − R[nt]1)

)
t∈[0,1]

L−−−−−−→
n→+∞

(σWt)t∈[0,1] sous Pω,

où σ2 := E
[
D2

0
]
avec D0 =

∑
i∈Zd P0 (Xi), (Wt)t∈[0,1] est un mouvement

Brownien standard, k1 = (k, . . . , k) pour k ∈ Z et la convergence a lieu
dans D([0, 1]) muni de la topologie de la norme infinie.
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Théorème Central Limite Quenched Fonctionnel pour des régions
rectangulaires (Volný, Zhang, R. ; 2020+)
De plus, si on remplace l’hypothèse (24) par l’hypothèse plus forte
suivante : ∑

u≥0
‖P0(Xu)‖φ < +∞,

où φ(x) = x2(ln(1 + |x |))d−1. Alors, for P-presque tout ω ∈ Ω,(
1√
|n|

(S[tn] − R[tn])
)

t∈[0,1]d

L−−−−−−→
n→+∞

(σWt)t∈[0,1]d sous Pω,

où σ2 est défini comme dans le théorème précédent, (Wt)t∈[0,1]d est un
drap Brownien standard et la convergence a lieu dans l’espace de Skorohod
D([0, 1]d ).
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