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Champs de variables aléatoires

Champ de variables aléatoires

Un champ de variables aléatoires est une famille de variables aléatoires
indexée par Z9, ot d > 1.
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Champs de variables aléatoires

Champ de variables aléatoires

Un champ de variables aléatoires est une famille de variables aléatoires
indexée par Z9, ot d > 1.

Stationnarité au sens fort

On dit qu'un champ de variables aléatoires (X;);czq est fortement
. o D
stationnaire si pour tout n € Z9, (Xitn)jczd = (Xi)jcza-
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Exemple |

Champ de v.a.i.i.d.

Soient ¢;, i € Z9 des v.a.i.i.d. Alors, on dit que (€;);czs est un champ de
variables aléatoires i.i.d.

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 4/26



Exemple |l

Champ linéaire

Soient (€j)jcz¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées de carrés intégrables et
ai,i € Z9 des nombres réels qui satisfont 3z a2 < +00. On dit que

> e
i d
€Z iczd

est un champ linéaire aléatoire.
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Exemple |l

Champ de Volterra

Soient (€)jcze¢ un champ de v.a.i.i.d. centrées de carrés intégrables et
ai,i € Z9 des nombres réels qui satisfont 3"z a2 < +00. On dit que

D D daKei-jei-k
J€Z kez?
] iezd

est un champ aléatoire de Volterra.
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Condition de Hannan

> Ti,..., T4 : transformations bi-mesurables qui commutent et
préservent la mesure
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Condition de Hannan

., T4 : transformations bi-mesurables qui commutent et

> Tq,..
préservent la mesure
> JFp : tribu

> Fi= T ' Fp, pouric Z9
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Condition de Hannan

., T4 : transformations bi-mesurables qui commutent et

> Tl, ..
préservent la mesure
> JFp : tribu
(E [E [X |Fa] [Fo] = E [X | Fringas) U

> F = T ' Fo, pouricZd
Supposons que la famille 7 = (F;);czq¢ forme une filtration commutante.
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Condition de Hannan

> Ti,..., T4 : transformations bi-mesurables qui commutent et
préservent la mesure

> Fo : tribu

> F=T 7o pouricz?  [BEXIA]IA]I=E[X [Fun)]]

Supposons que la famille F = (Fj);cz4¢ forme une filtration commutante.
Définition : Opérateur de projection
Pour tout fonction intégrable £, on définit
d
P =1 (BLIFI-E[|Fig [}, 1€27,
j=

ou e; est le multi-indice dont toutes les composantes sont nulles sauf la
j-ieme qui vaut 1.
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Dimension 2

F_2,0 - F_1,0
F_o2,1 .F—1,—1
F_2,—2 F_1,-2

F0,0

Fo,—1

Fo,—2

Poo(f) = E[f|Foo] — E[f|Fo 1] = E[f[F-10] + E[F|F 1 1]
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Condition de Hannan (1973)

On dit que le champ X vérifie la condition projective de Hannan si

> IPo(X)ll < +00.
kezZd

Reding Lucas Quenched Functional Central Limit Theorem 6 novembre 2020 9/26



Théoréme Quenched

> (Xi)icze : champ de variables aléatoires centrées
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Théoréme Quenched

> (Xi)icze : champ de variables aléatoires centrées
> (Fi)icze : filtration
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Théoréme Quenched

> (Xi)icze : champ de variables aléatoires centrées

> (Fiiezs : filtration P (AN B) = [ P<(A)dP(w), A€ F, B € Fo
> P“ une version réguliere de la probabilité conditionnelle P (-[.Fo) pour
I'aléa w € Q
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Théoréme Quenched

> (Xi)icze : champ de variables aléatoires centrées

> (Fiiezs : filtration P (AN B) = [ P<(A)dP(w), A€ F, B € Fo

> P“ une version réguliere de la probabilité conditionnelle P (-[.Fo) pour
I'aléa w € Q

Définition : TCL Quenched
On dit que le champ (Xj)jcze satisfait un théoreme central limite quenched
des lors que pour P-presque tout w € Q,

|n]_1/2§ )G%)N(O,az) sous P¥
n (o)
1<i<n

ou n|=ny---ny.
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Théoréme Quenched

> (Xi)icze : champ de variables aléatoires centrées

> (Fiiezs : filtration P (AN B) = [ P<(A)dP(w), A€ F, B € Fo
> P“ une version réguliere de la probabilité conditionnelle P (-[.Fo) pour
I'aléa w € Q

Définition : TCL Quenched

On dit que le champ (Xj)jcze satisfait un théoreme central limite quenched
des lors que pour P-presque tout w € Q,

\n]_l/zg )G%)N(O,az) sous P¥
n (o)
1<i<n

ou n|=ny---ny.

Dans le cas classique (c'est a dire que le TCL est satisfait sous la
probabilité P), on dit que le théoréeme est annealed.
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Resultats Quenched principaux

> (&)ieze un champ stationnaire de v.a.
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Resultats Quenched principaux

> (&)ieze un champ stationnaire de v.a.
> X; = f((§)j<i) pour tout i € Z9
> S = Zt:l Xu
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Resultats Quenched principaux

> (&)ieze un champ stationnaire de v.a.
> X; = f((§)j<i) pour tout i € Z9
> S = Zt:l Xu

D> La variable aléatoire Xy est supposée centrée et de carré intégrable.
On définit aussi les translations canoniques T; et alors

X = F(T{ 0 ..o TH(£)u<o)-
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Resultats Quenched principaux

> (&)ieze un champ stationnaire de v.a.
> X; = f((§)j<i) pour tout i € Z9
> S = Zh:l Xu

D> La variable aléatoire Xp est supposée centrée et de carré intégrable.
On définit aussi les translations canoniques T; et alors

X = F(T{ 0 ..o TH(£)u<o)-

> fu:U(fj:jSU)
> P“ une version réguliére de la probabilité conditionnelle P (-|Fg) pour
I'aléa w € Q
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Théoreme Central Limite Quenched pour des régions cubiques
(Peligrad, Zhang, R.; 2019) (T-’l(A) — A= P(A) € {0, 1}j

]

On suppose qu'il existe un entier i € [1, d], tel que T; soit ergodique et
que les filtrations soient commutantes. De plus on suppose que

Y _I1Po(Xa)ll2 < +oo0. (1)

u>0

Alors, pour presque tout w € €,

(Sn,...n — Rn, n)/nd/2—>N(Oa) sous [P,

EARE)

n——+o00
N _ d 1
ol Rn,...n =271 (— 1)~ Yi<ji<<ji<d [ | n1ULs- d)] avec
101J4) |e multi-indice obtenu en remplagant par 0 toutes les
Ji, - ,Ji-itme coordonnées du multi-indice 1 = (1,...,1) et en laissant les

autres inchangées.
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Théoreme Central Limite Quenched pour des régions rectangulaires
(Peligrad, Zhang, R.; 2019)

De plus, si on remplace I'hypothése (1) par I'hypothése plus forte suivante :

ZHPO(XU)Hso < +00,
0 -
“=0 (1Al = inf {k €]0, +oo[ : E [¢(|4]/k)] < 1})
ol p(x) = x?log?~1(1 + |x|) et [T, est Ia norme de Orlicz associée a .
Alors, pour presque tout w € €,

1
|n| (Sn — Rn) ﬁ) N(0,0’z) sous P,

N _\d i—1 150 o)
ol Ry =1 (—1)" Yicjiccji<d E [Sn | F 1) | avec nUt--dd) |e
multi-indice obtenu en remplacant par O toutes les ji, - - -, ji-ieme
coordonnées du multi-indice n et en laissant les autres inchangées.
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Espace de Skrohod en dimension 1

Définition : Espace de Skorohod

D([0,1]) = {f : [0,1] = R : f est cadlag}
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Espace de Skrohod en dimension 1

Définition : Espace de Skorohod
D([0,1]) = {f : [0,1] — R : f est cadlag}

Définition : Topologie de Skorohod

E : bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme.

In <@) ,||u—vof||oo},

pour tous u,v € D([0,1]) ou ||-||, est la norme infini.

do(u,v) == ;21“5 max {§L<|[Z
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Espace de Skrohod en dimension 1

Définition : Espace de Skorohod
D([0,1]) = {f : [0,1] — R : f est cadlag}

Définition : Topologie de Skorohod

E : bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme.

In <@) ,||u—vof||oo},

pour tous u,v € D([0,1]) ou ||-||, est la norme infini.
La topologie de Skorohod est la topologie engendrée par cette métrique dp.

do(u,v) == ;21“5 max {§L<|[z
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Espace de Skrohod en dimension > 1

> Espace ambiant : [0, 1]¢
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Espace de Skrohod en dimension > 1

> Espace ambiant : [0, 1]¢
> I(p,u) = h(p1,u1) x -+ x la(pd; ua)

. 0, uj si i = 0
Vi€t dl. hpiu) = { ][Ui 1][ si Zi =1.

pour tout (p1,...,pq) € {0,1}9 et pour tout (uy,...,uy) € [0,1]9,
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Définition : p-limite

Soient £ :[0,1] = R, p € {0,1}9 et t € [0,1]9 tels que /(p,t) # (), on
dit que f admet une p-limite en t si pour toute suite convergente (t,)neN
d'éléments de I(p, t), la suite (f(tn))nen converge dans R.
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Définition : p-limite

Soient £ :[0,1] = R, p € {0,1}9 et t € [0,1]9 tels que /(p,t) # (), on
dit que f admet une p-limite en t si pour toute suite convergente (t,)neN
d'éléments de I(p, t), la suite (f(tn))nen converge dans R.

Remarques

- La p-limite, si elle existe, est unique.

- Si cette limite existe, on la note p- IiLnt f(x).
X
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> Espace ambiant : [0, 1]¢
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> Espace ambiant : [0, 1]¢
> pe{0,1}9 et t €[0,1]¢
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> Espace ambiant : [0, 1]¢
> pe{0,1}9 et t € [0,1]¢
> J(p,u) = h(p1,u1) x - x Ja(pq, ug)

[0,u] sipi=0cetu <1

[0,1] sipi=0et uy =

[ui, 1] sipi=1letuy <1
0 sipi=1let uy=1.

Vie [1,d], Ji(pi,ui) =
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0.8

0.6

0.4

J1(0,u1) X Jo(1us)

Jl(l,ul) X Jg(l,Ug)

Uz

0.2

./](’UN 11]) X J;(U, ]Lj)

Jl(l,ul) X JQ(O, UQ)

0.2 0.4

1,06

0.8
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Proposition

Pour tout u € [0,1]9, {J(p, u)} eqo,13¢ est une partition de [0, 119
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Proposition
Pour tout u € [0,1]9, {J(p, u)} eqo,13¢ est une partition de [0, 119

o est la fonction qui a tout t € [0, 1]d associe |'unique p tel que
te J(p,t).
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Proposition

Pour tout u € [0,1]9, {J(p, u)} eqo,13¢ est une partition de [0, 119

o est la fonction qui a tout t € [0, 1]d associe |'unique p tel que
te J(p,t).

Défintion : Espace de Skorohod multi-dimensionnel

D([0,1]9) = {f e RO . vp e {0,1}9, vt € |0, 1]d,p—)|<il>nt f(x) existe

et o(t)- lim £(x) = f(£)}
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Définition : Topologie de Skorohod

E bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme.
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Définition : Topologie de Skorohod

E bijections continues strictement croissantes de [0, 1] dans lui-méme.

- () - 7(5)
)= of, maxd g (T =) = vo )
f=(f,...,fq)

pour tous u, v € D([0,1]9).
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Proposition

D([0, 1]) muni de la topologie de Skorohod est un espace métrique
complet et séparable.
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Proposition

D([0, 1]) muni de la topologie de Skorohod est un espace métrique
complet et séparable.

Définissons les v.a.

Xn(t,w) := 1t Z Xi et fplw) = xn(-,w)
V/n 4

ou (t,w) € [0,1] x Q.
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Définition : Principe d’'Invariance

On dit que la suite (X,)nen satisfait le principe d'invariance (PI) lorsque la
condition suivante est satisfaite.

La suite des mesures images (PP o (f,)™1),en converge étroitement dans
D([0, 1]).
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Résultats fonctionnels quenched principaux

Théoreme Central Limite Quenched Fonctionnel pour des régions
cubiques (Volny, Zhang, R.; 2020+)

On suppose qu'il existe un entier i € [1,d], tel que T; soit ergodique et
que les filtrations soient commutantes. De plus on suppose que

> 1Po(Xu)llz < +oo,

u>0

Alors pour P-presque tout w € €,

1 c
— - R —= s (oW, P
(nd/z (Spnenn [ntll)) wefo1] oo (0Wh)tep,y sous )

ol 02 := | [Dj] avec Dy = Y70 Po (Xi), (W) eepo,1) est un mouvement

Brownien standard, k1 = (k, ..., k) pour k € Z et la convergence a lieu
dans D([0, 1]) muni de la topologie de la norme infinie.
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Théoreme Central Limite Quenched Fonctionnel pour des régions
rectangulaires (Volny, Zhang, R.; 2020+)

De plus, si on remplace I'hypothése (24) par I'hypothese plus forte
suivante :

Z Po(Xu)ll, < +o00,

u>0
ot ¢(x) = x2(In(1 + |x|))9~L. Alors, for P-presque tout w € £,
n——+o00

—1 L
( Tn] (S[tn] - R[tﬂ])) o —_— (U'Wt)te[oyl]d sous P“,
tel0,1

ot 02 est défini comme dans le théoréme précédent, (Wh)eepo,11¢ est un
drap Brownien standard et la convergence a lieu dans |'espace de Skorohod

D([0, 1]9).
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