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Ecriture d'un réel en base B

Ecriture d’un réel en base

Soit > 1 un réel non entier, et x € I := {O; LBJJ Un développement en

base B du réel x est une suite (x,),en+ d'entiers dans {0, ..., |B]} telle que

Ecriture d’un réel en base B

On écrit alors x =0.x1x; .. ..

Par la suite, on supposera que 1 < § < 2.
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Ecriture d'un réel en base B

Certaines applications des bases non entieres

@ base ¢ = 1+\[ utilisée dans des méthodes de conversions
analogique- numerlque « beta encoder »(semblent dépassées
aujourd’hui)

@ Pavages quasi-périodiques : pavages de Pisot
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : v/2 s'écrit
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213...
@ Enbase 2 : /2 s'écrit
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...
@ Enbase 1.4: \@ s’écrit
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...
@ Enbase 1.4 : /2 s’écrit 0.110010. ...
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...
@ Enbase 1.4 : /2 s’écrit 0.110010. . . mais aussi 0.01011111 ...
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...

@ Enbase 1.4 : /2 s’écrit 0.110010. .. mais aussi 0.01011111... et
d’'une infinité d’autres maniéres possibles !
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Ecriture d'un réel en base B

Exemple : différentes écritures de /2

@ Enbase 10 : /2 s'écrit 1.414213....
@ Enbase 2 : 2 s'écrit 1.01101 ...

@ Enbase 1.4 : /2 s’écrit 0.110010. .. mais aussi 0.01011111... et
d’'une infinité d’autres maniéres possibles !

Comment obtenir un développement en base B d'un réel x? Comment les
obtenir tous ?

‘Youneés Tierce, sous la direction de Thierry de la Rue et Jean-Baptiste Bardet Développements de réels en base non entiére: approche dynamique



Transformations greedy et lazy

9 Transformations greedy et lazy
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Transformations greedy et lazy

Comment générer les développements en base 3 ?

Transformation greedy

IB — IB

£ x o Bxmod1 °

ltérer T, & partir d’'un réel x permet d’obtenir le développement de x en base
B le plus grand dans I'ordre lexicographique : le développement greedy
(Erdés, Joo).
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Transformations greedy et lazy

Exemple : développement greedy de v/2 en base 1.4

2.5

2.0

1.5

1.01 ®

0.0 T "
0.0 1.0 V2 2.5

FIGURE — Premiéres itérations de T, & partir de x = v/2
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Transformations greedy et lazy

Transformation lazy 7

Transformation lazy

IB*)IB

TZ: - Bx Sixgﬁil)

x .
Bx—1 sinon

Itérer T, a partir d’'un réel x permet d’obtenir le développement le plus petit
dans l'ordre lexicographique.
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Transformations greedy et lazy

T, et Ty : on ale choix

1.0 4

0.0 L 3 S R ﬁ

FIGURE — Courbes de T, et Ty
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Systéme dynamique aléatoire associé

e Systéme dynamique aléatoire associé
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Systéme dynamique aléatoire associé

Obtenir tous les développements en base 3 ?

@ |dée : choisir entre greedy et lazy a chaque itération.
@ Formellement : Q = {g,/}", avec la mesure de Bernoulli (p, 1 —p).

@ On tire au hasard une succession de "g" et de "¢", qui détermine la
succession des applications greedy et lazy, et donne un développement

en base f3.

Systéme dynamique aléatoire

Q.XIB — QXIB

Ko: (0x) = (0(0),Ta)

ou o est le décalage vers la gauche.

Développements de réels en base non entiére: approche dynamique
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Systéme dynamique aléatoire associé

Développement le long d’'une suite ®

Pour toute suite @ € Q, et tout x € [0, ﬁ], on note T(w, x) := x la projection
sur Ig. A o fixé, pour n € N*, on pose :
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Systéme dynamique aléatoire associé

Développement le long d’'une suite ®

Pour toute suite @ € Q, et tout x € [0, ﬁ], on note T(w, x) := x la projection
sur Ig. A o fixé, pour n € N*, on pose :

1 n-1 | siw,—1=¢
{n(ky ™ (0x) =5}
xn(®) = { i ? P
{TI:(K§7 (w-,x))>[5(|3l,1)}

La suite (x,(®)),en+ est le développement en base P de x « le long de la

suite ® » :
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Systéme dynamique aléatoire associé

Propriétés de Kg

Relation d’ordre respectée (Dajani, De Vries)

Soit 0, " € Q tels que ® <., ®' (ol £ < g). Alors pour tout réel x € I, on a

(xn (0))) Slex (xn (“)/) ) :
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Systéme dynamique aléatoire associé

Propriétés de Kg

Relation d’ordre respectée (Dajani, De Vries)

Soit 0, " € Q tels que ® <., ®' (ol £ < g). Alors pour tout réel x € I, on a

(X (@) Zex (0(00))).

v
Mesure invariante

Soit u une mesure boreélienne sur Iz. On dit que la mesure m), ® y est
invariante par Kg si pour tout borélien B de I on a

u(B) =p x u(Ty ' B) + (1 —p) x u(T; ' B).
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Systéme dynamique aléatoire associé

Propriétés de Kg

Relation d’ordre respectée (Dajani, De Vries)
Soit 0, " € Q tels que ® <., ®' (ol £ < g). Alors pour tout réel x € I, on a

(Xn ((!))) Slex ()Cn ((‘0/) ) :

Mesure invariante

Soit u une mesure boreélienne sur Iz. On dit que la mesure m), ® y est
invariante par Kg si pour tout borélien B de I on a

u(B) =p x u(Ty ' B) + (1 —p) x u(T; ' B).

Existence et unicité (Dajani, De Vries)

A p fixé, il existe une unique mesure de probabilité Uy, absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue, telle que m;, ® u;, soit invariante par Kg.
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Systéme dynamique aléatoire associé

Une question de mesure

Un théroéme ergodique
Pour m, ® Leb presque tout (w,x) € Q x I3, on a la convergence étroite

1 N-1

N L Sutkgio) = K
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Systéme dynamique aléatoire associé

Comment obtenir une expression explicite de la densité de
Hp ?

Principe : construire une extension de K avec une mesure invariante simple
puis projeter cette mesure invariante sur Ig.
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Systéme dynamique aléatoire associé

Comment obtenir une expression explicite de la densité de
Hp ?

Principe : construire une extension de K avec une mesure invariante simple
puis projeter cette mesure invariante sur Ig.

@ En 2014, Kempton construit une telle extension dans le cas ot p = % et
obtient 'expression de up,.
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Systéme dynamique aléatoire associé

Comment obtenir une expression explicite de la densité de

Hp ?

Principe : construire une extension de K avec une mesure invariante simple
puis projeter cette mesure invariante sur Ig.

@ En 2014, Kempton construit une telle extension dans le cas ot p = % et
obtient 'expression de up,.

@ En 2017, & partir de I'expression obtenue par Kempton, Suzuki obtient
I'expression générale. La densité de u, est vue comme point fixe de
I'opérateur de transfert P de K, obtenu comme moyenne pondérée des
opérateurs de transfert de T, et Ty.
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Systéme dynamique aléatoire associé

Comment obtenir une expression explicite de la densité de

Hp ?

Principe : construire une extension de K avec une mesure invariante simple
puis projeter cette mesure invariante sur Ig.

@ En 2014, Kempton construit une telle extension dans le cas ot p = % et
obtient 'expression de up,.

@ En 2017, & partir de I'expression obtenue par Kempton, Suzuki obtient
I'expression générale. La densité de u, est vue comme point fixe de
I'opérateur de transfert P de K, obtenu comme moyenne pondérée des
opérateurs de transfert de T, et Ty.

© En 2019, on obtient cette expression pour tout p €]0, 1] en construisant
explicitement I'extension naturelle de Kj (la plus petite extension de Kg
qui soit inversible).
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Systéme dynamique aléatoire associé

YYouneés Tierce, sous la direction de Thierry de la Rue et

Extension de K pour 8 = 1.4
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Systéme dynamique aléatoire associé

20 =075 2, = Ty(xo) = Bao = 1.05

L2071 gy =T

By ﬁ"l ‘

w=((0,0,0,9,9.9....)
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Systéme dynamique aléatoire associé

YYouneés Tierce, sous la direction de Thierry de la Rue et

Eyef Py |

By J ‘

w=((0,0,0,9,9,9....)
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Systéme dynamique aléatoire associé

w=((0,0,0,9,9.9....)
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Systéme dynamique aléatoire associé

YYouneés Tierce, sous la direction de Thierry de la Rue et

w=((0,0,0,9,9.9....)

ts de réels en base non entiére: approche dynam



Systéme dynamique aléatoire associé

242188 25 = Ty(24) = fg — 1 ~ 1.63

-"?‘t'; E;

75 ey

w=((0,0,0,9,9,9,...)
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Systéme dynamique aléatoire associé

@5 = 163 26 = Ty (a) = fag — 1
~ 178
'
Oy |
]
®
iy
I
R,
Lo
®®
Ee
7 Er,
I,, .
= B "

w=(60,0,0,9,9,9,...)
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Systéme dynamique aléatoire associé

26~ 1.29 27 = Ty (26) = Bz — 1 ~ 0.80
x5 €[5 2]
1

~0.71 ~1.78

BB-1)

E, ]

w=((0,0,0,9,9,9....)
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Systéme dynamique aléatoire associé

Expression de la densité de u,,

Densite de y, (Y.T.)

Pour tout p €]0; 1], la densité de la mesure invariante u, est de la forme :

o0 1
pp0) =Y B (Cg Y mp([@nes @i Doz, g0t (*)
(0]

n=0 1o On €{8, L}

s ¥ monol g, u,,,m)mx))'

O ..., 0 E{g,L}"

ou:
@ C, et Cy sont deux constantes strictement positives explicites,
o my,([®1,...,@,]8 ") est la mesure de Bernoulli du cylindre

n—1

(01, ..., @]y
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Systéme dynamique aléatoire associé

Merci!
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